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ΘΕΜΑ Β 

Β1. f(x)=
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
 

Πρέπει ℎ(𝑥) ≠ 0 √𝑥 −
1

√𝑥
≠ 0 𝑥 ≠ 1 

 f(x)=
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
=

√𝑥+
1

√𝑥

√𝑥−
1

√𝑥

=

(√𝑥)
2

+1

√𝑥

(√𝑥)
2

−1

√𝑥

=
𝑥+1

𝑥−1
 , x>1 

        r(x)=g(x)∙h(x)= (√𝑥 +
1

√𝑥
) ∙ (√𝑥 −

1

√𝑥
)=(√𝑥)

2
-(

1

√𝑥
)

2
= x- 

1

𝑥
,  x≥1 

B2. f’(x)=(
𝑥+1

𝑥−1
)′= - 

2

(𝑥−1)2
 <0 

Οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα για x>1, άρα είναι 1-1 και αντιστρέφεται  

f(Δ)=( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥))=(1,+∞) από (1) και (2) 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)= lim
𝑥→+∞

𝑥+1

𝑥−1
= lim

𝑥→+∞

𝑥

𝑥
=1 (1) 

 

 lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)= lim
𝑥→1+

𝑥+1

𝑥−1
 = lim

𝑥→1+
(𝑥 + 1)․ lim

𝑥→1+

1

𝑥−1
 =+∞ (2) 

Για να βρούμε την 𝑓−1 λύνω την εξίσωση 

f(x)=y⇔ 
𝑥+1

𝑥−1
=y ⇔ x (y-1) = y+1, όπου y-1>0⇔ x=

𝑦+1

𝑦−1
  Άρα 

𝑓−1(x)= 
𝑥+1

𝑥−1
  στο (1,+∞) 



Άρα 𝑓−1(x)= 𝑓(x) και 𝛢𝑓=𝐴𝑓−1 . Επομένως 𝑓−1=𝑓 

B3. Η r είναι συνεχής στο [1,+∞), επομένως δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες 

 lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)= lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
)=+∞ , άρα δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες 

λ= lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
(

𝑥−
1

𝑥

𝑥
)=1 

β= lim
𝑥→+∞

(𝑟(𝑥) − 𝑥)= lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
− 𝑥)=0 

Οπότε  η r έχει πλάγια ασύμπτωτη  στο +∞ την ευθεία (ε):y=x  

B4. (𝑓−1(𝑓(𝑥)))2 =1+4r(x) ⇔𝑥2=1+4(x-
 1

𝑥
) ⇔𝑥3=x+4𝑥2-4 ⇔ 

𝑥3-x-4𝑥2+4=0 ⇔𝑥2(x-4) – (x-4) = (x-4) ( 𝑥2 − 1)=0 ⇔ 

(x-4) (x-1) (x+1) = 0 ⇔ x=4 ή x=-1 ή  x=1, Δεκτή η x=4 αφού χ>1 

 

 ΘΕΜΑ Γ  

Γ1. lim
𝜒→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝜒→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆)= 𝑒𝜆 

  

       lim
𝜒→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝜒→2+

(−𝑥2+4x-3+λ)=1+λ 

 Αφού η f είναι συνεχής στο 𝑥0=2 πρέπει 𝑒𝜆 =1+λ⇔ λ=0  ,αφού 𝑒𝜆>λ+1για  λ≠0 

Γ2.     f(x)={
−2𝑥 + 5 , 0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3, 𝑥 ≥ 2
        με      f’(x)={

−2,          0 ≤ 𝑥 < 2
−2𝑥 + 4,        𝑥 > 2

 

f’(x)<0 στο [0,2) 

f’(x)<0 στο (2,+∞) 

και αφού είναι συνεχής στο 2 ,  η f γνησίως φθίνουσα στο 𝛢𝑓 

οπότε f(A)=( lim
𝜒→+∞

𝑓(𝑥),𝑓(0)]=(-∞,5] . 

Οπότε έχει μέγιστο το 𝑓(0) = 5 και δεν έχει ελάχιστο. 

Γ3. i) lim
𝜒→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim

𝜒→2−

−2𝑥+5−1

𝑥−2
= lim

𝜒→2−

−2𝑥+4

𝑥−2
= -2 

           lim
𝜒→2+

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim

𝜒→2+

−𝑥2+4x−3−1

𝑥−2
= lim

𝜒→2+

−𝑥2+4x−4

𝑥−2
=  lim

𝜒→2+
(𝑥 − 2) = 0 

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0=2, οπότε δεν ικανοποιεί το ΘΜΤ στο [0,3] 



 

ii) λΔΕ=
𝑓(3)−𝑓(0)

3
=- 

5

3
 , θα πρέπει να αν υπάρχει 𝜉 ∈ (0,3) ώστε  f’(ξ)= - 

5

3
 

στο [0,2) η εξίσωση είναι αδύνατη αφού f’(x)=-2 

στο (2,3) η εξίσωση γίνεται: 

-2ξ+4=- 
5

3
 ⇔-2ξ=- 

5

3
 - 

12

3
 ⇔ξ=

17

6
 η οποία είναι δεκτή αφού 2<

17

6
 <3  

 

 

Γ4. εφω=
𝑦

𝑥
 ⇔ 𝜀𝜑𝜔(𝑡)=

𝑦(𝑡)

2
 (1)παραγωγίζω και έχω  

        
1

𝜎𝜐𝜈2𝜔(𝑡)
 ω’(t)=

1

2
 y’(t)  για t=t0     

1

𝜎𝜐𝜈2𝜔(𝑡0)
 ω’(𝑡0)=

1

2
 y’(𝑡0) 

        ⇔ ω’(𝑡0)=
1

5
 rad/sec ,     Αφού   συνω(𝑡0)=

2

𝛰𝛭
=

2

√5
  (από Π.Θ.) 

                                                                 Και 𝑦′(𝑡0) =
1

2
 (από δεδομένα) 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. f’(x)=(
ln 𝑥−𝑎𝑥

𝑥
)’=(

ln 𝑥

𝑥
+ 𝑎)’=

1−ln 𝑥

𝑥2
 

f’(x)=0⇔
1−ln 𝑥

𝑥2
= 0 ⇔ 1 − ln 𝑥=0⇔x=e 

Η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο το f(e)=
1

𝑒
+α   όπως βλέπουμε στον πίνακα. 

Επομένως 
1

𝑒
 +α =1+

1

𝑒
⇔ 𝑎 = 1,  

x 0              e                       +∞ 

f’(x)         +     0           − 

f(x)  

                           Ο.Μ. 

Δ2. f(x)= 
ln 𝑥

𝑥
+ 1 ,  x>0 

 f(
1

2
)= 

ln
1

2
1

2

+ 1=-ln 4+ln 𝑒=ln
𝑒

4
<0  αφού 

𝑒

4
< 1 

f(1)=1>0 

η f συνεχής στο [
1

2
, 1]  ,    f(

1

2
)․f(1)<0 



Επομένως  από Θ.Β υπάρχει 𝑥0ϵ (
1

2
,1) ώστε f(𝑥0)=0 και επειδή η f είναι γνησίως 

αύξουσα θα είναι μοναδικό. 

Δ3.  i)Η εξίσωση f(x)=f(4) έχει προφανείς ρίζες το 2 και το 4  αφού 

                          f(4)= 
ln 4

4
+ 1=

𝑙𝑛2

2
+ 1 =f(2), 

και είναι μοναδικές αφού βρίσκονται στα διαστήματα που η f είναι γνησίως 

μονότονη. 

ii)2𝑥≤𝑥2 ⇔ln 2𝑥≤ln 𝑥2⇔xln 2≤2ln 𝑥⇔
ln 2

2
≤

ln 𝑥

𝑥
⇔f(2)≤f(x)⇔2≤x≤4 

γιατί όταν xϵ[2,e] :x≥2⇒f(x)≥f(2), αφού η f γνησίως αύξουσα 

          όταν  xϵ[e,4]: x≤4⇒f(x)≥f(4)=f(2), αφού η f γνησίως φθίνουσα  

ενώ αν 𝑥 ∈ (0,2) ∪ (4, +∞)    𝑓(𝑥) < 𝑓(2). 

Δ4.  

Θέτω 𝑢 = 𝑒𝑥
𝑥 = ln 𝑢          𝑑𝑥 =

1

𝑢
𝑑𝑢 

Για 𝑥 = − ln 2 𝑢 =
1

2
 

        𝑥 = 0 𝑢 = 1                   (1) 

 

𝛦 = ∫ |𝑔(𝑥)|
0

− ln 2

𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑒𝑥)
1 − 𝑥

𝑒𝑥
|

0

− ln 2

𝑑𝑥 =    𝛼𝜋ό  (𝟏) 

      = ∫ |𝑓(𝑢)
1 − ln 𝑢

𝑢
|

1

1
2

1

𝑢
𝑑𝑢 = ∫ |𝑓(𝑢)

1 − ln 𝑢

𝑢2
|

1

1
2

𝑑𝑢 = ∫ |𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)|𝑑𝑢 =
1

1
2

 

    𝛼𝜋ό (𝟐)  = ∫ −𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)𝑑𝑢 + ∫ 𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)𝑑𝑢 =
1

𝑥0

𝑥0

1
2

 

 

         = −
1

2
(𝑓2(𝑥0) − 𝑓2 (

1

2
)) +

1

2
(𝑓2(1) − 𝑓2(𝑥0)) = 

       =
𝑓2(1)+𝑓2(

1

2
)

2
=

1+𝑙𝑛2𝑒

4

2
 τ.μ. 

         Αν 𝑥 ∈ [
1

2
, 𝑥0] ,𝑓 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼𝜐𝜉𝜊𝜐𝜎ά 𝑓(𝑥) ≤ 0    (2) 

Αν 𝑥 ∈ [𝑥0, 1], 𝑓 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼𝜐𝜉𝜊𝜐𝜎ά  𝑓(𝑥) ≥ 0 
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